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1．球面上の図形（第3学年）

　　田　中　正　男

大阪府立西淀川高等学校

1．はじめに

　高等学校では現在、球にっいての学習は大まかに、①表面積、体積（数学1では、表面

積、体積の公式、数学皿では、積分を利用）、②球（球面）の方程式（数学Bでは、ベク

トルを利用）にっいてである。しかし、球そのものに関する学習内容はあまり多くなく、

②などは教科書によっては扱っていない場合もある。

　したがってここでは、球（球面）の方程式や積分の視点から観た球にっいてなどの従来

からの内容を扱うとともに、エンリッチメントの内容として、新たに「球面上の図形」に

っいて、「平面上の図形」と対比させながら指導することを念頭においた授業を構想する

にあたり、以下の点にっいてヒントを得ることを目的に授業を試みた。そのため、第3学

年に授業を設定した。

　・1球面上の図形」は指導内容（生徒にとっては学習内容）として妥当であるのか一一

　　について

　・「球面上の図形」を意識して学習することを通して、「平面上の図形」を今まで以上

　　にクリアーに認識できるようになるのか一一にっいて

　・「球面上の図形」の性質を知ることにより、新しくて面白い世界が広がっていくと感

　　じられるかどうか一．一について

　・指導法にっいて

　・評価法について

2．空間思考育成の視座からの授業のねらい

（1）育成する空間思考

　この授業で育成しようとする空間思考としては、次のものが考えられる。

　・プラスチック製の透明半球を2個組み合わせてできた球面の模型を使った観察や実際

的な操作を通じて、球面上の図形を分析すること。

　・定義から出発して、既に学習した直線、三角形、円、角度などに関する数学的知識を

　活用し、球面上の図形の特徴や成り立つ性質や関係を発見すること。

　・発見した性質や関係を言語、記号、式などを使い説明すること。

　・平面上の図形と球面上の図形についての共通性、類似性、差異を理解すること。

（2）教材観

高等学校の数学においては、平面上の図形としての円については、その定義からはじま

って、三角形と円との関係、2っの円の関係、円周角と中心角との関係、等を初等幾何学
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的観点から扱っている。さらに、円の方程式やベクトルで表現することを通じて円にっい

ての性質を調べる。それに対し、球については、ベクトル方程式による表現と円の回転体

として積分を用いて体積を求める場面で、軽く扱うことになっている。

　ここでは、①1球になれる」と題して、高3までに学習した球にっいての、定義、イメ

ージ、性質にっいて、絶えず平面図形である円と対比させながら、球の模型を触りながら

互いに関連づけることからスタートする。

　その後、②1球面上の図形」として、2点間の距離、直線（大円）等、図形を分析する

ための基本的な性質について、「平面上」と「球面上」との違いにっいて、模型を使った

生徒による発見にもとつきまとめる。

　さらに、③「球面上の三角形の性質」として、三角形の合同、相似、面積にっいて、平

面上の三角形の場合との違いを意識しながら学習できるように配慮した。

　この学習により、

　・平面上の図形にのみ成り立っ性質

　・平面上の図形、球面一上の図形のどちらにも成り立っ性質

　・球面上の図形にのみ成り立っ性質

があることに気づき、平面について認識を新たにするとともに、今まで知らなかった新し

い世界があることを知り、新しくて面白い世界が広がっていくと生徒が感じられるように

なることをねらいとしている。

3．授業について

　（1）対象生徒　　　第3学年生徒（男子12名、女子5名の計17名）

　②　指導計画（全6時間）

　全6時間の指導内容と配当時間は以下のとおりである。本稿においては、②の2時間（

第1時、第2時と記す）の授業を紹介し、そこでの学習活動と生徒の反応にっいて分析を

試みることとする。

一一一一　一一一…… @一一……　．　一一一一……＝＝＝　＝＝＝＝＝「1

①球になれる（2時間）
　　・球の定義　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　・回転体としての球

　　・積分的視点から観た球について

　　・2っの球の交わり
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｜　　・3つの球の交わり

②　球面上の図形（2時間）　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　．球面上の直線（大円）の嶋齢、2点間の距離＿＿第塒1

　　・球面上の三角形　　　……第2時

③球面上の三角形の性質（2時間）　　　　　　　l
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4．授業の実際：テーマ「球面上の図形」

川　課題に関連する生徒の活動目標

　①　課題

「：＝㌫＝扁二τ＝三顧三r三瓢
探究し、整理する，，

1・球面上の線分にっいて理解し、2点間の最短距離の求め方を考える，，
巨面上の三角形にっし哉り立端質につ・醐べる・

＿」

②　生徒の活動目標

＝＝＝一一一＝　＝一一一 @一＝一一　一　＝一…　＝＝一一一＝＝一＝＝＝：＝』
　・プラスチック製の透明半球を2個組み合わせてできる球面模型に大円を描いた1

り角度を測るなどの活動（実験・実測）を通して、既知の数学の知識を拠り所に

して、球面上の図形を分析し平面図形と対比させて考えることができる。　　　1

　・論理的推論の力を借りて、正しい判断をし、そうして得られた情報を関連づけ

ることができる。

③　評価の方法

（2）学習活動の流れ

　①　第1時：球面上の直線（大円）の性質、線分、2点間の距離

　　　授業形態：グループ学習（4人の班が3、5人の班が1）

　　　使用教具：プラスチック製透明半球（2個を組み合わると球面になる）、

　　　　　　　　エッジつき透明半球（以下ハットと呼ぶ）、黒、青、赤のマーカー

　　　　　　　　球面分度器（球面上で角度を測定する道具）

⊃≡亘亙二尋
1　球面上に任意の2点

とり、マーカーを使い線

で結ぶ。

…一一一一一一……一s一`…あ　反’一応一一一　一一……一「

・4っの班の生徒たちは、比較的近い2点（…目瞭然に

　見渡せる位置）をとる。（D
L1っの班の生徒たちは、比較的遠い2点をとる。（2）

・たいていの生徒は、フリーハンドで2点を結ぶ。

・線を引くとき意識したことなどを出し合う。

・線を引くときの苦労、工夫などを出し合う。

　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　｛

「できるだけま一ヒから見て、ま｝

っすぐになるようにするのに苦

労した」という声あがる。（3）
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2　（ア）（イ）の2通りの線の1・1（ア）の方が実際にかきやすい。」

引き方の違いを考える・ m「（川まめつちゃかくのがむずかし・鞠

・（ア）として2点間の最短距離を結んだものを見せる。

・（イ）として地球儀の緯線のように2点を結んだものを見せる，，

3　ハットを使い、球面上

の2点を結ぶ最短距離を

結んだ線について探

る。

「（ア）の方が短いからかきやすいと思う。

・自分の班のかいた線が、最短距離を結んだ線であるか、または

それに近いかどうかを確かめる。

・この線を延長すると、どんな形になるかを確かめる。

4　球面上の2点間の最短

距離にっいてまとめる。

・（ア）　カミ（イ）　よ

り短いことに気

づく生徒が現れ

る。

　　1〈4）

ドハットのエッジ上に2点を合わせることで確認する。

すべての班の描いた線が殆ど最短距離を結んだ線に一一致

している。（5）

・大円の定義

・球面上の2点間の距離は、大円にそった長さになる。

・球面上の2点間の距離を求める方法を考える。

惨が2名が・こ・・旨嬬する・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓

・1どの2点を結んでも大円になる。

・2点間の距離については円周の…部だから、円周の一
1部（弧）の長さを求めるのと同じであることに気づいた1
｜　　　　　　　　　　　　　　（6）　　　　　　　　1

・2点間の距離の求め方を説明。

・2点間の距離を求める練習。

L－一＿．一

　②

・新たに球面上にいく

っかの点を描き、ハッ

トを用いて色の異なる

マーカーで、実際に2

点を結び、線を延長す

る。

　　．1

・プリントの練習問題を解く。（7）

・答え合わせ。

第2時：球面上の三角形

授業形態：グループ学習（4人の班が3、5人o）班が1）

使用教具：プラスチック製透明半球（2個を組み合わると球面になる）、

　　　　　エッジっき透明半球（以下ハットと呼ぶ）、黒、青、赤のマーカー
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球面分度器（球面上で角度を測定する道具）

学一K「活一一動　　　T
一一一

l一一一

生　徒　の　反　応

丁一u三面］王るける三角形

　についてふり返る。

　　球面上の三角形を考え

　る。

「3っの点を結んでできる。」（8）

「辺が3つある。」

「面積が求められる。」

「角がある。」

・三角形として認めるかどうかについて議論する。

　三角形ができる場合と

できない場合について考

える。

一

・図のような3点を結んだものを見せた場合、ほとんど

の生徒は「三角形」と呼ぶ。ω）

・しっかりと三角形の定義を意識してはいない。

　「何となく三角形っぽいから」のような反応。

・球面模型を使い、三角形ができないのはどんなと

きか考える。

・2点が極点の場合も三角形はできないことにっい

て模型で説明し、生徒も模型にマーカーで線を引き

ながら確認する。

　三角形の内角の和にっ

っいて考える。

・平面上の三角形の内角の和は180°であることを

確認する。

　「球面上の三角形の内角の和は180°である」と

いう命題は真か偽かを考える。

　　　　　　　　　　　　　1

・3点とも同一一の大円の周上

にあるときは三角形ができな｝

いことを発肌たグループ∋

3グループ。（1ω

・球面模型にマーカーで点を

かき、それらを、ハットを使

い線で結び、でき上がった図

形を見て「2点が極点」の場

合にっいて確認。（ll1

・球面模型にマーカーで点を

かき、それらを、ハットを使

い結び三角形を描く。

・球面分度器で角度を測定。

・予想する。

・「180°にならないみたい…」

・命題の反例を見つける。

［

　　・まとめ

　一　一　　　　　　　　 一　　 一　　　『　一　　．　 一　一　
一

　・1っでも成り立たない例（反例）があれば命題は偽

であることを復習。（13）

・反例を見つけようとする。

・1グループが3つの内角がすべて90°の三角形が存在

することを発見。

L竺竺魎三】ζ竺1竺竺⊥一＿」
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（3）生徒の活動の詳細と分析

第1時および第2時の授業における生徒の活動についてさらに詳しくみていくことにす

る。以下、括弧内の数字は「学習活動の流れ」の注番号である。

　（］〉　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

（3）この表現は数学的には厳密ではない。また、　「最短距離とは何か」にっいてはこの

　段階ではまだ明確には意識していないようである。

（4）（ア）は比較的簡単に描けるが、（イ）の地球儀の緯線のような同心円を描くには特別

　な道具が必要であろう。また、この生徒は次のような図で（ア）の線の方が短いことの

　イメージを表現しようとした。

（5）実際には、任意の2点をフリーハンドで結んだにも拘らず、ハットのエッジをあて

　て別の色のマーカーで2点を結んでみると、殆ど一致するのである。この事実を知っ

　て、生徒たちは感動した。その結果、球面上の2点間の最短距離にっいて理解を深め

　ることができたのである。

（6）　「どの2点を結んでも大円になる1ことに気づくのに、ハットは有効な教具である

　ことが生徒の反応から確認できた。

　　さらに、2点間の距離は円周の一部（弧）の長さを求めることと同じであるという

　ことに気づいたこの2名の発言をきっかけに、他の生徒たちもこのことに気づき始め

　ることにつながった。

（7）本来ならば「2点間の距離を求める式］を生徒自らの手で導かせることになるので

　あろう。実際、中学までの既習の知識でもって可能であろう．しかし、筆者の勤務校

　の生徒の場合にはそれ程容易なことではない。そのためにこのようにやや紋切り型の

　授業のまとめとなった。

　　ここの部分については、さらに発展的に扱う方が良いと思われる。

（8）ここでの生徒の反応は、きわめて素朴な答えに終始した。　「一直線上にない3点」

　という条件は抜けている。実際の授業では「3点が一直線上にある場合はどうである

　のか？」という発問をし、注意を喚起した。
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（9）

⑱　これは「退化した三角形」と呼ばれるもの

　である。しかし、これを三角形と認識するの

　が生徒にとっては困難なので、ここでは除外

　した。

〈11）このことに気づいた生徒はいなかった。

　実際に、この状態はかなり特殊な場合であ

　る。しかしながら、模型を用いた説明と、　　　　　　　　　　A

　さらに生徒自らの手で球面にマーカーでい

　ろいろ線をかき入れる活動を通して、　12

　点が極点」の場合にも三角形ができないこ

　とがよく理解できたようである。生徒たち

　はこの場合にでき図形を1舟の形」と呼ん

　でいた。　（右図）

⑫　空間図形に関する授業なので、本来なら

　ば、　「球面上の退化していない三角形の内

　角の和は］80°より大きく540°より小さ

　い」ことを証明するなどに発展させるべき　　　　　　　　　B

　であろう。しかし、本校の生徒にとっては

　困難である。したがって、今回の授業では平面一ヒの三角形において成り立っことが、

　球面止の三角形では成り立たないことに気づかせるという扱いにした。

⑬　球面模型にマーカーで三角形を描き、そ

　れらの内角を「球面分度器」で測定してみ

　れば、すぐに予想は可能である。

　　しかし、もっと…目瞭然な反例を見っけ

　出す経験をすることにより、論証が苦手（

　というより殆どできない）生徒にも少しで

　も論理的思考の有効性（よさ）の一端に触

　れさせようと考えた、、

　　したがって、別の展開も充分考えられる。
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5．この授業を発展させれば

　空間思考育成という点から考えれば、一ヒ記の本校での授業展開に加えて、さらに発展的

内容を扱う必要があると思われる。特に、　「平面上の図形」と「球面上の図形」とを比較

しながら探究するような活動を追加する必要があると思われるのである。

　追加する内容の例としては次のようなものが考えられる。

　（1）球面上の直線について

　　・任意の2点を通る直線（大円）の個数　→　2点の位置による場合分け

　　・異なる2つの直線（大円）の交点の個数

　　・異なる2っの直線（大円）は平行になることはないという性質

　　・異なる2っの直線（大円）の垂直　→　垂線による球面の分割、共通垂線の存在

　　・3直線（大円）による球面の分割　→　場合分けの練習

　　・直線（大円）の数と分割される領域の個数　→　数学的実験、場合分け、漸化式の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　利用

　（2）球面上の三角形について

　　・二角形の存在

　　・球面三角形の個数　→　数学的実験、場合分け

　　・球面三角形の内角の和→既知の数学的知識を用いて内角の和が180°より大き

　　　　　　　　　　　　　　　く540°より小さいことを証明する。

　　　　　　　　　　　　　　　特別な場合（退化した三角形）も扱うかどうかは、生

　　　　　　　　　　　　　　　徒の実態により判断する。

　　・直角三角形の性質

　　・三角形の合同条件　一　平面の場合との違いにっいてまとめる活動

　　・三角形の相似条件　→　平面の場合との違いにっいてまとめる活動

　　・三角形の面積　→　公式をっくる、式表現の活用

　　・球面三角形の正弦定理　一・三角比を応用した証明（エンリッチメント）

　　・球面三角形の余弦定理　→　三角比の応用した証明（エンリッチメント）

　（3）その他

　　・球の方程式　→　現行（平成15年度より実施）よりも詳しく扱う。

　　・球と平面との関係　一・交線、接平面の方程式など、数学的表現を中心に扱う。

　　・地図についての考察（図法）

　　・影絵にっいての考察（射影、変換）

　　・鳥鰍図・イラストマップの製作

　　・パースペクティブ（遠近法）→　数学を用いて分析

　　・造形作品としての球　一　薄いベニヤのチップを重ねて球を作る活動

　　・リーマン幾何について　一ナ非ユークリッド幾何についての学習、トピックとして

　　　　　　　　　　　　　　　扱い。数学史の学習（エンリッチメント）

　これらのいずれの内容を扱うにしても、本稿の授業で行ったように空間学習は、模型を

使用し、得られる情報を論理的推論により正しく判断して関連づけるという具体的な経験

を生徒ができるように学習場面を設定することが重要である。さらに、学習により得られ

た知識・技能・表現力を活用する場面をも準備したいものである。
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6．授業後の考察一一一空聞思考育成の視座からの成果と課題

（1）指導者の視点から

　①授業の成果
　　　・既習の知識、論理的思考力、空間把握に多くの問題を抱えながらも、球面模型を

　　　操作することで、生徒自らの手により「大円の性質」　「球面上の三角形の性質」

　　　のいくっかを発見するという、生徒の気づきから出発して思考が進む体験をさせ

　　　ることができた。

　　　・平面上の三角形と球面上の三角形では共通な性質と異なる性質があることに気づ

　　　かせ、比較しながら考えることが有効であることを経験させることができた。

　　　・反例と命題との関係を具体例で示すことができ、生徒の興味を引き出すことがで

　　　きた。結果として論証が苦手というより殆どできない）生徒に数学的な考え方の

　　　よさの一端に触れさせることができた。

　　　・「図形・空間の学習における生徒の活動目標」の点では、「図などを用いて適切

　　　に表現し、説明や伝達をすることができる」ことがすべての生徒において、ほぼ

　　　達成できた。

　　　・r球面上の図形」は指導内容（生徒にとっては学習内容）として妥当であること

　　　が確認できた。

　②
　　　・生徒の実態と配当時間数の関係から、2点問の最短距離や球面三角形の面積の求

　　　め方を生徒たちに考えさせるような、発見、気づきを重視した展開ができなかっ

　　　た。

　　　・平面上の図形の性質と球面⊥の図形の性質を対比させて整理する「まとめ」を時

　　　間をかけてきっちりと行えなかった。

　　　・問題場面を表すのに相応しい表現法を選択できるように、多様な表現法に習熟す

　　　るという目標は達成できなかった。

　　　・扱う課題（テーマ）を限定したこと（これは、この授業の長所でもあるのだが）

　　　により、多くの興味深い内容を扱えなかった。

②　生徒の視点（感想）から

　①授業の成果
　　　・球面模型に線をかくことによって、紙に書いただけではわかりにくいことがよく

　　　わかるようになった。

　　　・最初は意味不明だったが、グループで教えてもらいながらすればよくわかった。

　　　・球面三角形はいろいろ不思議なことが成り立ち面白かった、，

　　　・内角が3つとも90°の三角形があることに驚いた。

　　　・やりかたがわかれば、どれも簡単に描けるようになって嬉しかった。

　②授業の問題点と課題

　　　・直線でないものを直線のように考えたり、三角形でないものを三角形と思わない

　　　といけないので混乱した。

　　　・3時間目の授業はわけがわからなかった。

　　　・どうしてわざわざややこしいことしなければいけないのか？
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　　　・球面模型でするのは楽しかったが、後の計算やまとめは少し退屈だった。

　生徒の感想から伺えることは、今までに学習したのと違う新しい世界での性質に大変興

味を持っ生徒は授業を好感的に捉えているのに対し、興味を持てない生徒は当然のことな

がら、混乱したなど否定的に捉えている。新しい学習内容を扱うに際しては、この点に充

分に注意を払う必要がある。

8．おわりに

　今回の授業においては、球面上の図形の性質にっいて探究するにあたり、たえずプラス

チック製の透明半球を2個組み合わせてできる球体模型に線を描いたり、そのなす角の大

きさを測定するなど、具体物の助けを借りることができるようにした。

　それは、3次元空間図形、立体をイメージし、それを問題解決の助けとなるような自分

なりの絵、図、言葉による表現にできない生徒が多いという問題点の克服のためには、生

徒による数学概念の把握、関係の理解、問題解決法の発見や、その後にそれらの論理的で

数学の形に整った記述、表現を生徒がするように、あるいはできるようになるまでに、未

完成で、私的な表現をする活動を充実させようと考えたからである。

　このように考えると空間学習が、国語教育、外国語教育、音楽、美術、演劇、体育など

とともに「表現教育」の一翼を担うものであるという観点で数学の授業をとらえ直すこと

が必要であるともいえる。それにより、高校でも、さまざまな表現活動一一一それには、

数式による表現も含め、図、表、絵、body　language、言葉による説明、コンピュータに

よるデモンストレーション、模型作り、などを含めたい　　　をする数学の授業の新しい

方向が見いだせるであろう。

　他方で、球面上の図形に関する探究がら出発して、地球上の2地点間の最短距離を求め

る、地球儀を用いた地理や理科（天文）など他教科の学習につなげることも考えられる。

その他として、

　①　地図にっいて考察する（図法を学ぶ）

　②　影絵を科学する（変換について学ぶ）

　③　パースペクティブ（遠近法）を数学的に分析する

などの活動を空間学習に取り入れることも考えられるであろう。

　空間学習はこの意味で、多分に教科の枠を超えた総合的、学際的学習であるといえるで

あろう。このことをしっかり意識することが、小・中・高校一一貫した空間思考育成のため

のカリキュラムを構想する際に重要である。

　すなわち、現在の我が国の数学のカリキュラムでは扱われていないが、他の教科や、芸

術作品の製作に数学的アイデアを用いることのよさが理解できるような授業場面を設定す

ることが、空間学習においては、とりわけて重要なポイントなのである。

　このように考えると、空間思考を育成する活動がいわゆる「総合的な学習の時間」の重

要な活動の一っにもなり得るであろう。すなわち、「数学教育における空間思考の育成の

視座からの図形・空間カリキュラムの開発・研究」にあたっては、数学教育の枠内にとど

まらない広い視点からの研究が必要である。
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