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概要:中 学校から高等学校への推移の中で,数 学における壁の一つに記号の問題がある…そ

の典型的な例が,総 和の記号 Σ である.本 稿では,条 件付 き総和をk人 ゲームのn

人による総当た りリーグ戦のゲーム数との関わ りから検討する.あ る問題に興味を持

ち,粘 り強 く取 り組み克服することにより,さ らにその発展形を創造するという過程

がここに例示される.も のの見方 ・考え方の視点が,こ の条件付 き総和の問題におい

て,極 めて有効であることを示 している.

検索語:条 件付き総和,k人 ゲーム,組 合せ

は じめに

総和記号 Σ は滴 等学校の数学Bで 扱われる.具 体的には,等 差数列に関連 し,

n

1十2十 … 十n= Σk
k=1

に始 ま り,公 式

Σk一
1

2
n(n+1)

k=1

を学習 する.そ れに引 き続 き,

n

Σk2一
k=1

1

6
n(n十1)(2n十1),

n

Σk3一
k=1

1

2
n(n-1-1)

2

が,数 学的帰納法による証明の典型として提示される:

元来,数 学記号は簡素化のために導入される.こ の総和記号も例外ではないが,一 方で,そ の記号

の有効性を認識 し活用に至るまでには時間を要するように見受けられる.そ こで本稿では,そ の有

効性を条件付き総和で検証する…さらに,数学教育的見地から言えぼ,あ る問題に興味を持ち,それ

に粘 り強 く取 り組み克服する中でその発展形を創造するという過程がここに具現化されている.こ

こでの思考の要点は,「 見方を変える」あるいは 「その構造 に着目する」ことである.

さて,事の発端は,柳研二郎氏のRIMS(京 都大学数理解析研究所)で の講演における次の補題で

ある[?]:
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n

Σ(xi+xj)一(n-・)Σx・ ・
i<j 2=Z

上記補題 の左辺 Σi<j(xi+xj)は,与 えられた実y',z2,…,xnか ら異 なる2数,特 に,そ れ ら

の添 え字i,jに つ いて,条 件i<jを 満 たすものだ けの和xi+xjを 取 り,そ れ らの総和 を表 した

数 である.こ のよ うな表現 は,高 校数学では扱 わないが,条 件付 き総和 とも表現 され るに適 した もの

であ り,記 号が発展的 に活用で きるこ とを示 している.

本 稿 では,補 題1を 多角的 に見 ることか ら始 める.そ の後,そ の見方 を一般的 に捉 え直 し,補 題の

一般化 について考察 を深 める .

Ⅰ.補題1の 証 明

以後,便 宜的に通 常の総和をS。:=Σ
n

2=1
xi,補 題1の 左 辺 をTn:=Σi<j(xi+xj)と お く と 補

題1は 次 の ように表 され る:

Tn=(n一1)Sn.

こ こで補題1の 証 明のため,次 の表は有用であ り,7'nの 見 方 を変 えるものであ る(表 は,n=5の 場

合で あるが一般の場合 も同様):

xl x2 x3 x4 x5

xl 2x1 xl十x2 x1-1-x3 xl十x4 xl十x5

x2 x2-　 -xl 2x2 x2-1-x3 x2十x4 x2十x5

x3 xs十xl x3十x2 2x3 x3十x4 x3十x5

x4 x4十xl x4十x2 x4十x3 2x4 x4十x5

x5 x5十x1 x5十x2 x5十x3 x5十x4 2x5

そ うす ると,T5は 対 角の右上部に位 置 した10ヶ 所 の総和 に相 当す る.こ こで,上 記 の表 は対角 に

よ り対称性 を持つ ことに注意す ると,先 の右上部 に位置 した10ヶ 所の総和 と左下部に位 置 した10ヶ

所の総和は相等 しい.ま た,対 角 に現れ る数 の和 が2S5で あ るこ と,さ らには,各xi(i=1,2,_,5)

は表 中に10回 登 場 するか ら.表 中の総 計は10激 とな るので.次 の式 を得 る:

lOS・(一 Σ(xi+xj))=2S・+2T5 つ ま り,T5=4S5

2,7

が成 り立つ.(求 め るT5は,表 中の総 計1055か ら対 角の数の和2S5を 差 し引いた値の半分 とも考

えられ る.)

さ らに,同 様 の議 論を進め ることによ り,

2nSn=2Sη 十27㌦ つ ま り,2(n一1)Sn=2Tn

が 成 り立ち,補 題1の 結 果Tn=(n-1)Snが 得 られ る.こ れが柳 氏の提示 した証 明方法 であ る.

さ て,こ の補題1を 「ものの見方」 とい う観 点で再考す る:そ のため に少 し表 を変 えて,T5を 求

め るのに対 角の和2S5は 関 与 しないので その対 角 を省い た表 を記 す:
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x1 x2 x3 x4 x5

xl xl十x2 xl十x3 xl十x4 xl-1-x5

x2 x2-{-xl x2十x3 x2-}-x4 x2十x5

x3 x3十xl x3十x2 x3十x4 x3十x5

x4 x4十x1 x4十x2 x4-1-x3 x4十x5

x5 x5十xl x5十x2 x5十x3 x5十x4

この表 は,サ ッカーや野球な どの2チ ームに よるゲーム を想定 し,そ の試合会場 に動員 で きる各

チームの観 客数 をxi人(i=1,2,_,5)と す る.こ こで,各 チー ムの名前 ｘiが その観客動員数 に

す り替 わっているが,こ れが手品の種 であ る.xiとxj(i≠j)が 対 戦 した時の観客数 は,xi+xjで

あ るこ とが重 要なのであ る.

こ こで,唐 突で はあるが,

「総 当た りリーグ戦の場合,各 チームの試合数 は何 ゲームにな るか?」

とい う問題 を提示 したい.そ の解は,即 答 で きるだ ろう.総 当た りなので,n一1試 合であ る.

補 題1と の連 関は,は じめの表 において,(観 客動員数)xi+xjが 対 戦xivsxjに 代 わ り,さ ら

にxi,xjと 簡 略化 して次の表が出現 する.あ る偉い先生が宣われた,「 数学 は自由だ」,と.(先 の 表

に倣 いn=5の 場 合 を表すが一般の場合 も同様):

xl x2 x3 x4 x5

xl X x1,x2 x1,x3 x1,x4 xisxs

x2 x2,x1 X x2,xs x2,x4 x2,x5

x3 xs,xl x3,x2 X x3,x4 x3,x5

x4 x4,x1 x4,x2 x4,x3 X x4,x5

x5 x5x1 x5,x2 x5,x3 x5,x4 X

さて,当 初 の問題

問題1・Tn=Σi<j(xi+xj)は,Sn=Σ
n

2=1
xiの 何 倍 か?

に 戻 る.補 題1で 一定の解決 は見て いるものの,問 題1は 前述の手品 によ り,

問 題2・2チ ームに よるゲームで,nチ ームに よる総当た りの リー グ戦 を行 う場合,各 チームの

試合数 は何ゲ ームにな るか?

と変化す る.こ れ に対 して は,rn一1試 合」 と即答で きる.1つ の問題 でも,設 定 に工夫 を凝 らす

ことで,柔 軟 な論理的展開が可能 になる とい う事例で あ り,多 角的に もの を見 ることの重要性 の明

示で もある.

本 節 を終 えるにあた り,蛇 足 をお許 しいただ きたい・次の表中の値の総和がTn=Σi<j(xi+xj)

で あ る:
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xl

x2

x3

x4

x5

xl x2

x1十x2

x3

xl-}-x3

x2-f-xg

x4

xl-1-x4

x2十x4

x3十x4

x5

x1-1-x5

x2十x5

x3十x5

x4十x5

一方
,問 題2に 対応 させ た表 は,

xl

x2

x3

x4

x5

xl x2

x1,x2

x3

x1,x3

x2,x3

x4

x1,x4

x2,x4

x3,x4

x5

x1,x5

x2,xs

x3,x5

x4,x5

2つ の図表を並べてみると,(問 題1と2を 解 くとい う意味で)「 これらの図表は構造が全く同じ」

とい う認識に到ることが,所 謂 「数学の面白さ」に繋がることを知 らされる.

Ⅱ．一 般 化

ここで一休み しないのが,数 学 を学ぶ上で大切で ある.進 むべ き道 は,「 一般化 」.補 題1の それ

を実践す る:実 数x1,x2,...,xnが 与 え られ た とき,1<k<nを 満 たす 自然数kに 対 して条件付

き総和

Σ(xi、+…+xi、)
i1〈.一 くiκ

を補題1の ように総和 の何倍 とい う形で書 き表 したい.当 然,同 じ手品が武器 になる.実 の ところ,

麻 雀や トラ ンプはこのための恰好 の事例で ある.10人 の雀士 がいて,そ の 中で誰が一番強 いかを決

め るためには,(4人 で の)総 当た り戦 で決 着を付 けるのが最 も合理的だ と思われ る.そ の昔,大 学

の周辺 にはやた らとあ った雀荘は,今 はほ とんど見 かけな くなったが,実 はこの麻雀の事例が,一 般

化の 引き金 とな った ことは事実であ る.

今n人 が いて,ポ ー カーで も何で もよい トラ ンプのk人 に よるゲームで総 当た り戦 をす る場合,

各 人 はそれぞれ何 ゲー ムずつす るこ とにな るのか?ま ず総 当た り戦 を行 うことか ら,各 人 が行 う

ゲー ム数 は一定で あるこ とに注意 し,そ の値 をnOkで 表 す.こ の とき,前 節の話はnO2=n-1に

纏 め られ る.

さ て,一 般化へ の第 一歩は,k=3つ ま りnO3を 求 め るこ とである.ま ず,403=3は,実 際 に

xl,x2,x3/x1,x2,x4/x1,x3,x4

の3通 りであ る.さ らに各人 を数字で簡略化 し,

1,2,3/1,2,4/1,3,4

と表 す。同 じように,n=5に 対 して,全 ゲーム を並べ てみる と
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1,2,3/1,2,4/1,2,5

1,3,4/1,3,5

1,4,5

こ の 結 果,503=6が わ か る.

同 様 に,n=6に 対 し て,手 を 動 か し て み る:

1,2,3/1,2,4/1,2,5/1,2,6

1,3,4/1,3,5/1,3,6

1,4,5/1,4,6

1,5,6

こ れ よ り,603=10が 得 られ る.

こ こ で,最 初 の403の 場 合 を

1,2,3/1,2,4

1,3,4

と並 べ直す と,一 番右 端のn-2ゲ ー ム分が丁度n一1か らnへ の増加分 にな ってい る.従 って,

(nか らn+1へ の増 加分はn一1ゲ ーム にな るので,)

n+103=nO3+n一1(n≧3)

がわか り,nO3は,次 の ように表せ る:

補 題2.nO3=
1

2
n一1)(n-2)(n≧3)

証 明 は,帰 納 的に行 われる:ま ず,n=3の と き,303=1は 自 明である.そ こで,nの とき成 り立

っ,つ ま り,nO3= 1
2
n-1)(n一2)の 仮 定 のも とで,す ぐ上で解か った ことを使 うと

n+103=nO3+n-1=
1

2
(n一1)(n一2)一 トn-1=

1

2
(n一1)n

よ り,n+1で も成 り立つ ことが分か り,補 題2は 証 明 された.

今 証 明 した補題2は,条 件付 き総和 については,次 の ように表 され る.

系3… Σi〈j.鳶(xi+xj+xk)一
1

2 :n一1)(n一2)Σ

話 をnOkに 戻 そ う.nO2=n一1,nO3=
1

2

n

2=1 x2.

〔n一1)(n-2)(補 題2)ま で 来 る と,nO4を 調 べ

るこ とになる.今 まで通 り,手 を動 か して,

504=4,604=10,704=20

が得 られ る.そ の計算過程で,内 な る他者 の声が聞こえた(cf.[2D.「 帰 納的に どん どんできるよ」,

と.ゲ ー ムの参加者 を1,2,.・ ・,nと し,そ こに新たな参加者n+1が 加 わった場合 を想定する.ゲ ー

ムに要す る人数 はk(3≦k<n)人 と してお く・ここで,影 の助言 「帰納的 に」 とい うことの意味

は,rnOkか らn+10kへ の 増加分 を調 べ よ」だ と して,そ の方向へ の前進 を図 る.実 は,こ れ まで

の試行錯誤 が,要 点 はr組 合せ 』で あるこ とを我 々の意識 の上 に浮上 させ た.ま ず,nOkは,新 参
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者n+1が ゲ ーム に加わ っていない場合の試合総数 である ことに注意す る.そ うす る と,増 加分 と

は,n+1が 必 ず入 ってい る場合の試合総数 とい うこ とにな る.そ して,そ の総 数は,初 めか らいた

1,2,…,nの 中 か ら,(n+1は 入 ってい るので,)k-1人 を選 んだ場合 だと考 えれば よい.即 ち,

増 加 分はnOk-1で あ る.ま とめる と,

n+10k=nOk+nOk-1

が 成 り立つ.こ の等式 は,組 合せnGk=
n!

(n一k)1k!

の等式

n+1Gk=nGk+nGk-1

の精 巧 な写 しである.nOkは ほ ぼ組合せ と同 じだ とい うことで ある.逐 一並べて計算 して得 られ た

こ とと合わせ ると,

nO4=
1

6
(n一1)(n-2)(n-3)=n-lc3

となる ことは大丈夫そ うであ る.こ うして,定 理が次の形で与 え られ る.

定理4.nOk=n_10k_1(2≦k≦n)が 成 り立つ.

証 明 参 加者 を1,2,3,…,nと す る時,1が 入 って い る試合 の総数 を考 えれぼ よいが,そ れは,

2,3,…,nか らk-1を 取 り出す ときの全組 合せ数n_1Gk一1に 一致す る・即 ち,πOk=n_1Gk_1

を得 る.

条件付 き総和については,定 理4は 次のように表現 される.

系5・ Σi1く_<ik(x¢ 、+…+xiκ)=n-lck-1
n

'zニ1 x2'

ⅠⅡ.お わ りに

便 宜 上,補 題1を 再 掲 す る:

補 題1.実)Lxl,x2,…,xπ に 対 して,

n

Σ(xi+xj)e(n一1)Σx・ ・
iく 一j 2=1

これ と 「nチ ーム による総当た りの リー グ戦 における各チームの総試合数 」 との関係 を,そ れ らの

構 造か ら見直 してみ る と,ち ょっと面 白いこ とがわか る,と い うのが この論文 の要 旨である.

そ うする と,「 ここでの 『構造』 とは何 ぞや?」 とい うことになるが,こ の場合r構 造 』とは,『 枠

組み』 と言い換 え られ る.当 に字 の如 くで(n=5の 場 合),次 の表 が考 察の基盤 を成す.

xl

x2

xg

x4

x5

xl

X

x2

X

x3

X

x4

X

x5

X
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各xiを 数 と見 るか,チ ーム名 と見 るかに よって得 られ る命題 の表現 は変 るが,要 のCn-1は,

両 者を きっち りと纏め る旗印の役 目を果 た している.補 題1に 対応す るものは,次 の命題(問 題2)

で あ る.

命題6.2人 で行 うゲー ムにおいて,n人 による総 当た りの リーグ戦 を行 う場合,ど のチーム も,

n-1試 合 ずつ行 う.

xl

x2

x3

x4

x5

xl

X

x2vsxl

x3vsx1

x4vsxl

x5vsxl

x2

xlvsx2

X

x3vsx2

x4vsx2

x5vsx2

x3

xlvsx3

x2VSxg

X

x4vsx3

x5vsx3

x4

xlvsx4

x2vsx4

x3vsx4

X

x5vsx4

x5

xlvsx5

x2vsx5

x3vsx5

x4vsx5

X

なお,上記の図は,総 当たりを 【ホーム&ア ウエー】 で実施する場合に丁度対応 している

と見ることもで きる.い ずれにしても,前述したように枠組みとしての表が思考の基礎基本 をなし

ていることには変わ りがない.

実際の試合では,そ の勝敗の結果が大事であるが,こ こでの議論では,そ の入れ物が大事なのであ

る.落 語にこんなセ リフがある:

『いつまでもそんなにふらふらしていて,子 どもや嫁さんにどうしておまんまを食べさせるんだ?』

r箸 と茶碗で食わせる.ライスカレーは,匙で食う.』

というのがあるが,入 れ物が大事だということの教示だと了解している.
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